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W poprzednim numerze rozpoczêli�my prezentacjê migawek z popularno-
naukowej wystawy �Matematyka dla artystów. Matematyka dla ka¿dego�,
która towarzyszy³a w ubieg³ym roku obradom XV Zjazdu Polskiego Towa-
rzystwa Matematycznego w Bia³ymstoku. Tym razem prezentujemy dzia³
po�wiêcony powierzchniom minimalnym.

Zbli¿amy siê do du¿ego pojemnika nape³nionego roztworem wody i p³y-
nu do mycia naczyñ. Wokó³ stoj¹ tajemnicze �podwójne� p³ytki po³¹czone
�rubami i rozwieszone s¹ dziwne druciane ramki. �Uwaga, napiêcie!� �
ostrzega napis. Nie ma obawy, to tylko napiêcie powierzchniowe, które
umo¿liwi nam przeprowadzenie interesuj¹cych eksperymentów.

Bañki mydlane
W przygotowanej mieszaninie zanurzamy
prost¹ pêtlê z drutu. Po wyjêciu napina siê
na niej cienka warstwa mydlanej b³ony.
Gdy delikatnie na ni¹ dmuchamy, b³ona
rozci¹ga siê najbardziej, jak mo¿e. W koñ-
cu odrywa siê i przybiera kszta³t idealnie
kulistej bañki. Dlaczego wszystkie bañki
mydlane wygl¹daj¹ tak samo?

Powierzchnie minimalne
Bierzemy inn¹ drucian¹ ramkê, w kszta³-
cie przestrzennej krzywej zamkniêtej, i za-
nurzamy w roztworze. Po wyjêciu pozosta-
je na niej napiêta b³ona, która zachowuje
siê bardzo inteligentnie: bez ¿adnych obli-
czeñ zawsze osi¹ga minimum ca³kowitej
powierzchni przy danym konturze. To na-
piêcie powierzchniowe stara siê zmniejszyæ
powierzchniê b³ony, zgodnie z zasad¹ mi-
nimalizacji energii. Powierzchnie o takiej
w³asno�ci nazywamy powierzchniami mi-
nimalnymi. Przez u¿ycie ró¿nych ramek
mo¿emy otrzymaæ b³ony o zadziwiaj¹cych,
urzekaj¹cych kszta³tach.

Aby zrozumieæ zachowanie siê baniek mydlanych, potrzeb-
na jest znajomo�æ ogólnych w³a�ciwo�ci cieczy. Ka¿da jej
cz¹steczka podlega si³om przyci¹gania otaczaj¹cych j¹
cz¹steczek (w obrêbie oko³o 100 nm). Dla cz¹steczek we-
wn¹trz cieczy (poniewa¿ inne cz¹steczki otaczaj¹ j¹ ze
wszystkich stron tak samo gêsto) wypadkowa si³ przyci¹-
gania jest równa zero, natomiast dla cz¹steczek na po-
wierzchni, wypadkowa ta jest skierowana do �rodka
cieczy. Dlatego tworzy siê wspomniane ju¿ napiêcie po-
wierzchniowe. Energia potencjalna cieczy jest równa pracy
koniecznej do oderwania jej moleku³. Jednak przyroda jest
leniwa. Ciecz, jak ka¿dy inny uk³ad, d¹¿y do uzyskania sta-
nu minimalnej energii (wtedy uk³ad pozostaje w trwa³ej
równowadze). Najmniejsz¹ energiê b³ony zapewnia taki
kszta³t, przy którym jej powierzchnia jest minimalna. Bañ-
ka zamyka pewn¹ ilo�æ powietrza, wiêc b³ona przybiera
kszta³t, który przy danej objêto�ci ma najmniejsz¹ po-
wierzchniê. Jedyn¹ bry³¹ o tej w³asno�ci jest kula.
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Rozwój technologii wytwarzania pow³oko-
wych materia³ów tekstylnych pozwala na kon-
struowanie przekryæ o dowolnych kszta³tach.
Piêkno i opymalno�æ powierzchni minimal-
nych jest �ród³em inspiracji dla architektów,
a do�wiadczenia z b³onami mydlanymi sta-
nowi¹ wstêpny etap projektowania przekryæ
membranowych.

Sieci minimalne
Zanurzamy jeszcze w roztworze równoleg³e,
przezroczyste p³ytki, po³¹czone w kilku miej-
scach prostopad³ymi do nich drutami. Po
wyjêciu b³ona mydlana utworzy miêdzy p³yt-
kami uk³ad pionowych p³aszczyzn, których
rzut powsta³y na p³ytce daje minimaln¹ sieæ
rozpiêt¹ miêdzy punktami na p³aszczy�nie
(tzw. minimalne drzewo Steinera). Zagadnie-
nie to pojawia siê np. przy projektowaniu sie-
ciowych po³¹czeñ telekomunikacyjnych miê-
dzy zadanymi punktami, na które chcemy
zu¿yæ jak najmniej przewodów. Do tej pory
nie znaleziono efektywnego sposobu mate-
matycznego wyznaczania takich sieci dla do-
wolnego uk³adu n punktów na p³aszczy�nie,
jednak przyroda potrafi samoistnie znale�æ
optymalne rozwi¹zanie.

Eksperymenty z b³onami mydlanymi przera-
dzaj¹ siê w spektakl, którego bohaterami s¹
niepowtarzalne, pe³ne delikatno�ci i gracji po-
wierzchnie minimalne, a jego re¿yserem sta-
je siê sam eksperymentator. Nic dziwnego,
¿e wci¹ga to dzieci i doros³ych, wszak ka¿dy
ma w sobie co� z artysty. A ten spektakl
wyj¹tkowo pobudza do my�lenia. To napraw-
dê matematyka dla ka¿dego.

Ryszard Janiszewski, Bia³ystok

Jakub Steiner � s³ynny geometra, wyk³adowca Uniwer-
sytetu w Berlinie, na pocz¹tku XIX w. rozpatrywa³ proste
zagadnienie, jak po³¹czyæ trzy wioski sieci¹ dróg o naj-
mniejszej ³¹cznej d³ugo�ci. W tym celu wystarczy zna-
le�æ punkt p³aszczyzny, którego suma odleg³o�ci od da-
nych punktów A, B, C jest najmniejsza (pisali�my o tym
w MMM 2/2004). Pytanie to mo¿na uogólniæ i szukaæ
punktu o najmniejszej sumie odleg³o�ci od n danych
punktów (patrz Jak fizyka pomaga matematyce?, s. 17).
Jednak tak postawione zagadnienie nie jest zbyt cieka-
we. Du¿o wa¿niejsze wydaje siê uogólnienie oryginalne-
go problemu Steinera, w którym rezygnujemy z poszuki-
wania jednego punktu i pytamy, jak po³¹czyæ n punktów
sieci¹ odcinków o najmniejszej ³¹cznej d³ugo�ci. Odpo-
wiedzi na te pytania pokrywaj¹ siê tylko dla trzech punk-
tów. Dla czterech punktów ilustruje je rysunek.
a) Najmniejsza suma odle-
g³o�ci od czterech punktów.
b) Najkrótsza sieæ ³¹cz¹ca
cztery punkty.

Zadanie: zbadaæ oba zagad-
nienia dla czterech punktów,
które nie le¿¹ na p³aszczy�-
nie.

Powierzchnie minimalne rozpiête na szkielecie
sze�cianu i o�mio�cianu


